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Cox, Ross y Rubinstein desarrollaron este método de val oracién de opciones, que tienela
ventaja de que, ademas de ser muy intuitivo, utiliza una matematica muy sencilla. Para
mostrar su funcionamiento vamos a aplicarlo ala valoracién de acciones ordinarias y para
hacer mas simple la exposicion comenzaremaos suponiendo que la accién no reparte divi-
dendos.

1. El méodo binomial para un periodo

Supongamos que € valor actual de una accion ordinaria es de 100 €, y que dentro de un
periodo dicho titulo puede tomar un valor de 120 €, o bien, haber descendido hasta los
90 €. La probabilidad de que ocurra un resultado u otro no importa, sélo interesa €
abanico de resultados posibles. Si adquirimos por ¢ euros una opcién de compra europea
sobre dicha accion ordinaria con vencimiento dentro de un periodo y precio de gercicio
100 €, sabemos que podra valer 20 euros, S € precio de la accion se sitiaen 120 €; o
bien 0 euros s la cotizacion de la accidn desciende a 90 € (véase lafigura 1).
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Movindentos del precio de 1a accidn Yalor de la opeidn de compra
120 20
100 c
90 0

Fig.1 Precios de la accién ordinariay valores de su opcion de compra

Existe una combinacion, consistente en adquirir un nimero determinado de ac-
ciones ordinarias a mismo tiempo que se emite una opcidn de compra sobre elas, ta
gue la cartera formada proporcionara el mismo flujo de cgja tanto si € precio de la ac-
cién ordinaria asciende como s desciende. Esta combinacion es importante porque pase
lo que pase con € precio de la accion ordinaria, € flujo de caja de la cartera sera siempre
el mismo, es decir, no variard y, por tanto, sera cierto; en otras palabras carecera de
riesgo. A dicha combinacién se la denomina cartera de arbitraje, ratio de cobertura o
delta de la opcion.

Asi pues, s H es & nimero de acciones ordinarias que compramos por cada op-
cién de compra emitida tendremos que Si:

a) El valor de la accién ordinaria dentro de un periodo es de 120 €, y € dela
opcién de compra, 20 €. Por tanto, € flujo de cgja de la cartera seraigua a
sumar €l valor de mercado de las acciones y restarle €l valor intrinseco de la
opcion de compra: H x 120 - 20

b) El valor de la accién ordinaria dentro de un periodo es de 90 €y e de la op-
cién de compra, 0 € (la opcidn no sera gjerciday, por tanto, su valor es nu-
l0). El flujo de cgjade la cartera de arbitraje serdigual a Hx 90 - 0

De donde igualando ambos flujos de cgja'y despegiando H obtendremos un valor
igual a2/3.

120H-20=90H-0-> H=2/3
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Esto es, la cartera formada por 2/3 de una accion ordinariay la venta de una op-
cién de compra sobre ellal no tiene ningulin riesgo (pase 1o que pase siempre tendra €
mismo valor) y, por tanto, el rendimiento que se obtendra con €lla, alo largo del periodo
considerado, obligatoriamente? sera un rendimiento sin riesgo (Ry):

De tal manera que si, por gemplo, €l precio de la accion fuese de 120 €y € tipo
libre de riesgo durante ese periodo fuese del 6%, tendriamos que € valor del flujo de ca-
jaseria 2/3x120-20=60 €, y € delainversion: 2/3 x 100 - c. Asi pues, despejando ¢
de la siguiente ecuacion obtendremos el valor actual de la opcién de compra:

%: 1+ 0,06 > c=10,0629

Si laopcion de compra valiese en € mercado 11 € deberiamos vender una opcion
de compra'y adquirir 2/3 de una accion ordinaria con lo que, aungue € flujo de caja seria
de 60 € (igua que antes, pues en su cdculo nadatiene que ver € precio de comprade la
opcion), obtendriamos un rendimiento sin riesgo superior a 6% (por 1o que € arbitraje
entraria en accion vendiendo masivamente opciones de compra y comprando acciones
con lo que a final & rendimiento obtenido seria del 6%, momento en € que & arbitrgje
degjaria de actuar a no conseguir ningin rendimiento extraordinario):

60
2/37100-11

=1,078 > R =7,8%

Ahora que hemos visto como se calcula € ratio de cobertura a través de un
giemplo numérico vamos a obtenerlo a través de una formula. Para ello [lamaremos S a
precio de la accion subyacente en la actualidad, SU sera el precio de la accion dentro de
un periodo s es dcista, pues s fuese bgjista se le denominaria SD (donde U y D son los
coeficientes por los que hay que multiplicar e valor actua de laaccién, S, para obtener

1 0 s seprefiere, la carteraformado por 2 acciones ordinarias y la venta de 3 opciones de compra de ellas.
2 Porque si no € arbitraje se encargara de poner las cosas en su sitio.
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su precio d final del periodo). Por otra parte, €l precio de la opcidn de compra en la ac-
tualidad seria c, siendo ¢, y cg, respectivamente, para los casos en que € precio de la

accion ordinaria haya ascendido o haya bajado (véase lafigura 2).

Mosindentos del precio de 1a accidn Valor de la opridn de compra
SU Can
S C
s Ca

Fig.2 Precios de la accion ordinariay valores de la opcién de compra

El flujo de cgja esperado d fina del periodo ser&

a) Si los precios suben: H x SU - ¢y

b) Si los precios bgjan: H x SD - ¢

Igualando ambas ecuaciones y despejando H, obtendremos € valor del ratio de
cobertura:

C, - Cy

u

~S (U-D)

Asi, por gemplo, s sustituimos las variables por |os valores que manejabamos en
el caso anterior y donde U = 1,2y D = 0,9 obtendremos:

_ 20-0
100" (1,2-0,9)

Si ahora pretendemos obtener una expresiéon que calcule € valor de la opcién de
compra (¢) comenzaremos operando con la expresion de la rentabilidad obtenida a través
de larelacion existente entre el flujo de caja esperado (por gemplo, H x SU - cy) y lain-

versoninicia (H x S- ¢):
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H' SU-
LR = HSL;S

operando obtendremos:

HS+ HSRf - c- cRf = HSU - ¢,
HS(1+Rf-U)+cy=c(1+Ry)

sustituyendo ahora H por su valor y eliminando S del denominador y del numerador:

C, -C
Lj-Dd (1+Rf 'U)+Cu:C(1+Rf)

Ahora, haciendo un ato en nuestra demostracion, vamos a denominar:

a) _1+R,-D

P u-D
U-(1+R,)

b)1-p= —>~ "f/

) 1-p U-D

Estos valores representan la probabilidad implicita de ascenso (p) y la de des-
censo (1-p) del valor de la accion subyacente. Asi, por gemplo, s sustituimos en la
ecuacion de p las variables por los datos del giemplo con e que venimos trabajando ob-
tendremos dichas probabilidades:

p=(1+0,06-0,9) + (1,2-0,9) =53,33% de que ascienda
1-p = 46,66% de que descienda

Por tanto, s ahora retomamos nuestra demostracion y sustituimos parte de la
ecuacion anterior por €l valor de 1-p, obtendremos:

Cu-(Cu-Cdg) (1-p)=c(l+Ry
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Cup+cg(1-p)=c(l+R)

ahora despejando ¢, obtendremos la expresion que calcula el vaor actual de la opcion de
compra segun e método binomial, que como se puede apreciar consiste en calcular la
media ponderada de los flujos de caja proporcionados por la opcién de compra tanto s
el precio del activo subyacente asciende como s desciende, y utilizando como ponde-
raciones las probabilidades implicitas de que dicho precio del activo suba o caiga. Y todo
ello actualizado al tipo libre de riesgo:

C:Cu p+Cd (1'p)
1+R,

Concretando, €l precio tedrico de la opcién de compraesigua a valor actua de
la media ponderada de los flujos de caja que dicha opcidn proporciona en su fecha de
vencimiento. Para demostrar que ésta es la ecuacion que buscamos sustituiremos las va-
riables por sus valores:

¢ = (20x 0,5333 + 0 x 0,4666) + (1,06) = 10,0629 €

2. El método binomial para dos periodos

Con objeto de obtener e valor de la opcidn de compra europea® para varios periodos,
primeramente vamos a aplicar e método binomial para un par de ellos. Asi que s segui-
mos utilizando los datos del ejemplo que venimos mangando y seguimos suponiendo
que e coeficiente de crecimiento del precio de laaccion esU = 1,2 'y que e de decreci-
miento sigue siendo D = 0,9 podremos ver como, transcurridos un par de periodos, la
cotizacion de la accién ordinaria ha podido ascender hasta un maximo de 144 €, o bien
acabar descendiendo hasta un minimo de 81 €, o tomar un valor intermedio de 108 €.

El valor de la opcién de compra europea se calcula restando €l precio de gjercicio
(100 €) del valor de la accion al final del segundo periodo, sabiendo que s € resultado

3 Esta especie de probabilidad es neutral a riesgo, es decir, no tiene nada que ver con la mayor o menor aversion
gue € inversor tenga al riesgo, entre otras cosas, porque, como hemos demostrado anteriormente, no hay riesgo si
se utilizala combinacién de H acciones ordinarias y la venta de una opcién de compra.
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es negativo € valor de la opcién serd cero. Asi, tendremos tres posibles valores de la
opcion de compraal final del segundo periodo: 44, 8'y 0 euros, respectivamente.

Movindentos del precio de la accion Yalor de la oprion de compra
-
sSU Cun
144 44
=U Cn
120
SUL Cud
5 108 C 8
100
sD Cd
a0
2
sSh Cda
21 o

Fig. 3 Precios de laaccién y valores de la opcion en € caso de dos periodos

El proceso comenzara de derecha hacia la izquierda, periodo a periodo. Primera-
mente deberemos calcular valor de la opcion de compra a final del primer periodo, tanto
en el caso de ascenso de la cotizacion de la accion (cy) como de descenso (cg) en funcidn
de los posibles vaores que pueda tomar lamisma al fina del segundo periodo. Para ello
utilizaremos las expresiones mateméticas analizadas en e epigrafe anterior. Asi, por
gemplo tendremos:

¢ =CwP*Cy (1-p) _44" 0533+8" 0,466
! 1+R, 1,06

= 25,66 euros

_ Gy P+Cy (1-p) _8° 0,533+0° 0,466
1+R, 1,06

d =4,025euros

Una vez que tenemos estos dos valores podemos calcular € precio tedrico de la

opcién de compra europea a través de la misma expresion matematica:

o= c,ptc, (1-p) _ 25,66" 0,533+ 4,025" 0,466
1+R, 1,06

=14,68euros

4 Aquella que sdlo se puede gjercer en lafecha de vencimiento
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Por tanto el valor de la opcidn de compra para dos periodos es de 14,68 €. Resu-
mamos ahora todo e proceso: la valoracion comienza con los flujos de cagja del Ultimo
periodo que son conocidos, luego se va retrocediendo hacia la izquierda hasta llegar al
momento actual.

El procedimiento es muy sencillo aunque algo tedioso cuando hay muchos perio-
dos. Esto Ultimo es importante, puesto que para obtener un valor realista de la opcion
necesitamos elegir U y D cuidadosamente y dividir € tiempo hasta el vencimiento en una
multitud de pequefios subperiodos. Conforme vayamos aumentando € nimero de subpe-
riodos y, por consiguiente, reduciendo el tiempo de los mismos pasaremos de considerar
el tiempo como una variable discreta a considerarlo una variable continua. En realidad,
para unos resultados vaidos el tiempo hasta el vencimiento deberia ser dividido ad menos
en unos 50 subperiodos.

Por otro lado, los ratios de cobertura deberan ser recalculados para cada nudo

del grafo cuando hay dos o mas periodos de tiempo. Asi, por gemplo:

Nudo ¢, > H= Cuw ~Cu _ ,44-8 _
§"(U-D) 120" (1.2-0,9)

Nudo cq4 > H= C:Ud_cdd - 8-0 0297
S (U-D) 90" (1,2-09)

Nudoc=> H= C,-Cqy _ 25/66-4,025 _ |

S (U-D) 100" (1,2-0,9)

El ratio de cobertura del nudo c, es igua a la unidad puesto que la opcién de
compra se encuentra claramente dentro de la zona "in the money" por lo que € flujo de
caja sera siempre positivo. Conforme el tiempo transcurre es necesario revisar € ratio de
coberturay s e tiempo hasta € vencimiento se divide en un gran nimero de subperio-
dos entonces € ratio de cobertura se puede utilizar para determinar la exposicién al ries-

go con bastante exactitud.

3. El modelo binomial para varios periodos

No es mi intencion explicar la matemética que aplicada a una serie de periodos (basada
en e tridngulo de Pasca y en la combinatoria) proporciona la expresién de la binomial
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para la valoracién de las opciones de tipo europeo. Como curiosidad mostraremos la
expresion de lamisma
J €

1 O k n-k 2 k -k l]
C=— $(1-p)™ maxy(SUD™ - X),0pq
@R & &g { i

Cas todas las variables ya son conocidas a excepcion de "n" que indica €
nimero de pasos en los que se descompone el proceso binomial, y X que representa el
valor del precio de gercicio. En resumen, la expresién considera que la opcion vae
simplemente € valor actual de los flujos de caja esperados a lo largo de un érbol bino-

mial con n pasos, cuyos principales supuestos bésicos son:

1°. Ladistribucién de los precios de las acciones es una binomia multiplicativa.

2°. Los multiplicadores U y D (y, por ende, |las varianzas de los rendimientos) son
los mismos en todos los periodos.

3°. No hay costes de transaccion, por |o que se puede establecer una cobertura sin
riesgo para cada periodo entre la opcion y el activo sin necesidad de redlizar
ningun coste irrecuperable.

4°. Lostipos de interés sin riesgo se suponen constantes.

Es importante recalcar que no es necesario asumir que los inversores tengan una
determinada actitud hacia €l riesgo, de hecho € modelo supone una neutralidad ante €
riesgo porque se puede construir una cartera de arbitraje que elimina totalmente el riesgo
delainversion. Si e valor de la opcidn no coincide con € calculado através del modelo,

entonces se puede conseguir un beneficio sin riesgo.

4. Dela distribucion binomial a la distribuciéon logonormal

En & proceso de célculo multiplicativo del modelo binomial podriamos suponer que €
factor de descenso D esigua alainversadel factor de ascenso U, |o que provocaria que
los rendimientos del activo serian simétricos. Ahora bien, téngase en cuenta que para que
esto suceda deberemos medir dicho rendimiento a través del logaritmo de la relacion
entre €l precio en un momento determinado (S) y e del momento precedente (St.1).
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Esto es asi, debido a que si, por giemplo, € precio de una accién durante tres instantes
de tiempo consecutivos vale 100, 120 y 100 euros, respectivamente, sus rendimientos
seran del 20% (es decir, 20+100) y del -16,66% (es decir, -20+120), como se observa el
valor absoluto de ambas cantidades no es simétrico aunque € ascenso y descenso sea €l
mismo en euros, |0 que cambia es la base sobre la que se calcula dicha variacion. Sin
embargo, s aplicamos e célculo logaritmico obtendremos unos rendimientos de:
Ln(120+100) = 18,23% y Ln(100+120) = -18,23%, lo que si los hace simétricos. Por o
tanto, los precios que se distribuyen segin una normal logaritmica tendran unos
rendimientos distribuidos norma mente, que seran calculados segin la expresion:

=Ln(S+ S1)

En lafigura 4 se muestra un gjemplo de un arbol binomia donde los coeficientes
de ascenso y descenso son, respectivamente, U = 1,2y D = 1/U = 0,833, que se extiende
a lo largo de seis periodos y que comienza con un valor de la accién de 100 €. La
amplitud de un arbol binomia dependera del tamafio de U y del nimero de pasos en los
gue se descompone. El supuesto equivalente para un activo cuyos rendimientos se distri-
buyen segin una normal, es que la varianza de los rendimientos es constante en cada
periodo. Asi, si la varianza del periodo es s2, la varianza parat afios serd s4. Mientras

que ladesviacion tipica serasflala que se le suele denomin ar volatilidad del activo.

..................................

i : i i i i 33h
Fig.4 Arbol binomial de seis periodos y distribucion de los precios

S s esladesviacion tipica de los rendimientos por periodo, t € nimero de afios

hasta el vencimiento y n e nimero de periodos en los que se subdivide t, e proceso
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binomial para e activo proporciona unos rendimientos normamente distribuidos en €
limite gi:
U = esllt/n) y D = /U = esn)

Asi, por gemplo, ss S= 1000 €; s =0,3; t = 0,5 afios; Rf = 10% y n = 10

iteraciones (es decir, cada subperiodo esigua a 0,05 afios):

U =¢e0300510) =106938 y D=1U =0,93512

ademés, seguin las ecuaciones que vimos en e primer epigrafe obtendremos unos valores
de las probabilidades neutrales a riesgo iguales a (el tipo de interés sin riesgo semestral
es e 5%):

p= [(1+ (0,05/10)) — 0,93512] / (1,06938 — 0,93512) = 0,5204
1-p = 0,4796

L as distribuciones normal-logaritmicas de |os precios tienen una forma semejante
a una campana asimétrica y podemos pensar que conforme e tiempo va transcurriendo
la distribucién se va ampliando, lo mismo que le ocurre a arbol binomial. Como se apre-
ciaen lafigura5 en la que se muestra una opcién de compra out-of-the-money, comen-
zando en e momento cero cuando e precio de la accién subyacente es S, conforme €
tiempo pasa la distribucion se amplia hasta que una parte de ella supera, o no, a precio
de gercicio (E) en la fecha de vencimiento. En dicha fecha, los flujos de caja de la op-
cidn se representan por la zona sombreada que se encuentra por encima de E. El valor
actual de la opcion de compra segin €l método de Black y Scholes es sencillamente €

vaor actual de dicho area.

11
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Liempo

Fig.5 El valor de la opcion aumenta conforme la distribucion del precio aumenta al transcurrir el tiempo

5. Lavaloracion de las opciones de venta

En este epigrafe vamos a valorar una opcién de venta (put option) teniendo en cuenta
gue puede gercerse anticipadamente, s se trata de una de tipo americano, y que este
gjercicio anticipado puede ser preferible a esperar a g ercerla en lafecha de vencimiento.
En la figura 6 se muestra e esquema de los posibles movimientos de la accion
ordinariay del vaor de la opcion de venta en la fecha de vencimiento (para un precio de
gercicio igua a 100 €). Para calcular € vaor de la opcion de venta en e momento ac-

tual actuaremos de la misma manera que en el caso de la opcion de compra.

Movindentos del precio de la accidn Valor de la opridn de senta
=10} Pq
120 0
5 P
100
sD Pa
a0 10

Fig.6 Distribucién de los precios de la accidn ordinariay de los valores de la opcién de venta

La cobertura se puede obtener vendiendo un nimero determinado de acciones
ordinarias y una opcion de venta, simultaneamente. Sin embargo, para ser consistentes
con la obtencion del precio de las opciones de compra, supondremos que se adquiriran
hp acciones, donde hp seraél ratio de cobertura que tendra signo negativo. Asi pues:

12
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a) Si e valor delaaccion dentro de un periodo asciende, € valor del flujo de ca-
jaserahgSU - Py

b) Si e vaor de la accion dentro de un periodo desciende, el valor del flujo de
cgaserahgSD - Py

Igualando ambas ecuaciones y despejando hy, obtendremos €l valor del ratio de
cobertura:
— Pu - Pd
P S (U-D)

Asi, por gemplo, s sustituimos las variables por |os valores que manejdbamos en
el caso anterior: hy = (0 - 10) + [100x (1,2 - 0,9)] = -1/3.
Si ahora repetimos los mismos desarrollos matematicos que para las opciones de

compra llegaremos ala expresion que nos da el valor de la opcién de venta (P):

pP= I:)u p+Pd (l' p)
1+R,

Sustituyendo los valores del gemplo y sabiendo que la probabilidad intrinseca
de ascenso p se calcula de la misma forma que en & caso de la opciones de compra,

obtendremos;

P=(0x 0,5333 + 10 x 0,4666) + (1,06) = 4,4025 €

Si ahora quisiéramos comprobar la paridad "put-cal" no tendremos més que

sustituir en las expresion:

P=C- S+ VA(E) = 10,06295 - 100 + (100 + 1,06) = 4,4025 €

En e esquema de la figura 7 se muestra el valor de la opcién de venta de tipo
europeo cuando hay dos periodos. El calculo comienza por los valores de la derecha que
son obtenidos a través de la conocida expresion Max{ E-S,0}, luego nos moveremos
hacia la izquierda calculando los valores de las opciones de venta (Py y Pd) para termi-

nar con e céculo de la opcién de venta europea hoy (P = 3,682). Si calculasemos € va

13
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lor de la opcién de venta americana la cosa cambiaria puesto que Py = 0y Pg = 10 (es
decir, al poder gercer la opcion de venta ganamos 10 €, mientras que si no pudiésemos
hacerlo e valor tedrico de la opcién seria 8,3647 €, con lo que esta claro que se ganan
1,6353 € s se puede gjercer la opcidn), 1o que proporciona un valor de P = 4,4025 €.
Con €ello se comprueba como € valor de la opcién de venta americana es superior a

valor de la opcién de venta europea.

Movimdentos del precio de la accidn . Valor de la opeidn de wenta
SU Pan
144 0
sSU Pu
120 i
S SUD Pua
102 0
100 3,682
1 Pa
a0 . 5 3647
sSD Paa
a1 19

Fig.7 Distribucion de los precios de la accién ordinariay de los valores de la opcién de venta de tipo
europeo en el caso de dos periodos
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